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ABSTRAKT 
  
Diplomová práce se zabývá pružnými hřídelovými spojkami, zejména novou 
kategorií spojek na principu tekutin. V práci je odvozen matematický model plynové 
pružiny a rotorové soustavy o dvou stupních volnosti. Poslední část práce se zabývá 
konstrukční úpravou pružné spojky s plynovými pružinami. 
  
ABSTRACT 
 
The thesis deals with flexible shaft couplings especially with new category of 
flexible couplings on the principle of fluid. Mathematical model of gas spring and rotor 
system with two degrees of freedom are derivated in this work. Last part of the work 
deals with design modification of flexible coupling with gas springs. 
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ÚVOD 
 
 Torzní kmitání a rázy jsou nežádoucí faktory, se kterými se potýká každá rotující 
soustava. Pokud k těmto faktorům připojíme ještě potřebu kompenzace odchylek os hřídelí, 
pak jsme nalezli oblast uplatnění pružných hřídelových spojek. V dnešní době se mezi 
nejpoužívanější pružné spojky řadí spojky s nekovovými členy. Tyto spojky velmi dobře 
tlumí rázy. Vlivem okolních podmínek, stárnutí pružných členů či vlivem změny zatížení 
soustavy může nastat stav, kdy v původně správně naladěné soustavě dojde k torznímu 
kmitání. V tomto případě je zapotřebí jednoduše změnit parametry spojky. Takové možnosti 
už pružné spojky s nekovovými členy neposkytují. 
 Právě z tohoto důvodu vznikla nová kategorie pružných spojek, kterou se zabývá tato 
práce. Spojky na principu tekutin umožňují jednoduchou změnu svých parametrů pomocí 
změny tlaku tekutiny utěsněné v pružných členech. 
 Tato práce navazuje na bakalářskou práci s názvem Návrh plynové pružiny, v rámci 
které byla navržena pružná spojka s plynovými pružinami. Cílem diplomové práce je upravit 
navrženou spojku tak, aby umožňovala kompenzaci odchylek os hřídelí. Zbylá část práce je 
věnována matematickým modelům plynové pružiny a rotorové soustavy. 
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1 PRUŽNÉ SPOJKY 
 
 Pružné spojky jsou takové spojky, které přenáší krouticí moment pomocí pružných 
členů. Hlavním úkolem těchto spojek je přenos krouticího momentu a tlumení rázů 
vznikajících např. nerovnoměrným chodem motoru. Dalšími požadavky na tyto spojky mohou 
být vyrovnávání axiální, radiální a úhlové odchylky os spojovaných hřídelí, odolnost vůči 
korozi a chemikáliím, tepelná odolnost, aj. Podle typu pružných členů mohou být pružné 
spojky rozděleny do tří skupin: pružné spojky s nekovovými členy, pružné spojky s kovovými 
členy a pružné spojky na principu tekutin. [1, 2] 
 Čára, která udává závislost mezi zatěžujícím krouticím momentem Mk a rozdílem úhlů 
natočení hnacího a hnaného disku φ, se nazývá charakteristika pružné spojky. Rozlišujeme 
3 druhy charakteristik: přímková (lineární), nelineární – progresivní a nelineární – degresivní. 
Charakteristika je dána vztahem pro torzní tuhost spojky kt: 
 
 
k
t
dMk
dϕ
=
 (1.1)  
 
Spojky s nelineární charakteristikou mají proměnlivou torzní tuhost v závislosti na zatížení 
a ta je dána vztahem (1.1). Všechny spojky s nekovovými členy a spojky s kovovými členy, 
které díky svojí konstrukci mohou měnit podmínky deformace pružných členů, mají 
proměnlivou torzní tuhost. Spojky s lineární charakteristikou mají tuhost konstantní a ta je 
dána vztahem (1.2). [7, 12] 
 
.
k
t
Mk konst
ϕ
= =
  (1.2) 
 
Obr. 1. 1 – Charakteristiky spojek; a) lineární (přímková), b) nelineární – progresivní, 
c) nelineární – degresivní [7] 
 
 Velmi důležitou vlastností pružných spojek je tlumení. Tlumení je dáno velikostí 
energie, která se za jeden pracovní cyklus spojky (zatížení – odlehčení) nevratně přemění na 
tepelnou energii. Pracovní cyklus spojky vyjadřují hysterezní smyčky (obr. 1. 2). Vyšrafovaná 
plocha AT vyjadřuje utlumenou energii a plocha pod odlehčovací křivkou vyjadřuje 
naakumulovanou energii. 
 
Obr. 1. 2 – Hysterezní smyčky [7] 
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Na obr. 1. 3 je znázorněna práce pružné spojky. Část energie rázu je stlačením 
pružného členu přeměněna na potenciální energii (akumulovanou energii). Vyšrafovaná 
plocha akumulované energie je stejně velká jako plocha rázové energie. Obě plochy vyjadřují 
práci. Vzhledem k tomu, že čas t2 je delší než čas t1, dojde vlivem akumulace rázu k jeho 
snížení. Čím poddajnější bude pružný element spojky, tím větší bude snížení rázu. Energie 
naakumulovaná v pružném členu je pak zpětně odevzdána hnané části spojky. Další část 
energie rázu je pak vlivem tlumení materiálu nevratně přeměněna na teplo. Vhodnou volbou 
pružných členů můžeme ovlivňovat dynamiku soustavy spojené spojkou. [7] 
 
 
Obr. 1. 3 - Princip snižování rázů [7] 
 
1.1 Pružné spojky s nekovovými členy 
 
 Tato kategorie spojek využívá pro přenos krouticího momentu pružné členy vyrobené 
z pryže popřípadě z plastu. Dobře tlumí rázy a vibrace. Výrobní cena je obvykle nižší než 
u ostatních kategorií pružných spojek. Jsou téměř bezúdržbové, protože nevyžadují žádné 
mazání. Díky těmto vlastnostem patří mezi nejpoužívanější pružné spojky. [1, 2, 3, 19] 
Dynamické vlastnosti (tlumení, tuhost) těchto spojek jsou značně závislé na provozní 
teplotě. Teplota pružných členů může vzrůst buď vlivem okolní teploty, nebo vlivem tlumení 
rázů, jejichž energie je přeměněna na teplo, anebo kombinací těchto dvou mechanismů. 
Rozsah přijatelných provozních teplot se odvíjí od použitého materiálu. Obecně lze říci, že se 
provozní teploty těchto spojek přibližně pohybují v rozmezí od -40°C do 100°C. Na obr. 1. 4 
a 1. 5 je vidět vliv teploty na dynamickou torzní tuhost a torzní tlumení spojek, které budou 
popsány v následujících kapitolách. Přestože se teploty pohybují v doporučeném rozmezí, 
může vlivem změny torzního tlumení a dynamické torzní tuhosti dojít k přeladění systému, 
které může mít za následek nežádoucí torzní kmitání soustavy. [3, 19] 
Nevýhodou těchto spojek je také špatná odolnost vůči chemikáliím a UV záření, které 
značně degraduje materiál pružných členů. Vlivem UV záření a teplotního zatěžování 
pružných členů dochází k postupnému unavování materiálu. To má za následek změnu 
dynamických vlastností spojky. Tento nežádoucí jev může, stejně jako práce spojky při 
vyšších teplotách, přeladit systém spojkou spojený a může dojít k torznímu kmitání. [1, 2, 3, 
19] 
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Obr. 1. 4 – Graf závislosti dynamické torzní tuhosti na teplotě pružného členu [3] 
 
 
Obr. 1. 5 – Graf závislosti torzního tlumení spojky na teplotě pružného členu [3] 
 
1.1.1. Typy pružných spojek s nekovovými členy 
 
Vzhledem k velkému množství typů pružných spojek a jejich variací budou 
v následujících kapitolách popsány pouze nejpoužívanější pružné spojky s nekovovými členy.  
 
Pružná spojka čelní zubová 
 Pružná spojka čelní zubová vychází ze spojky čelní zubové, která se skládá z hnacího 
a hnaného náboje a je spojkou pevnou. Zmenšením zubů jednotlivých nábojů vznikne prostor 
pro pružný člen spojky. Tento člen se nejčastěji vyrábí z pryže nebo plastu.  
 Spojky se vyznačují velmi malými rozměry, jednoduchostí, tichým chodem 
a v neposlední řadě nízkou cenou. Jedná se o jedny z nejlevnějších spojek vůbec. Umožňují 
malé axiální, radiální i úhlové odchylky os spojovaných hřídelí. Jsou vhodné pro prašné 
prostředí. Pokud jsou náboje vyrobeny z materiálu odolného vůči korozi, pak je možné 
použití spojek i ve vlhkém prostředí. Většina materiálů pružných členů je odolná i vůči 
olejům a některým chemikáliím. Díky materiálu pružného členu jsou od sebe jednotlivé 
náboje elektricky izolovány. [1, 6] 
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 Spojky jsou vyráběny v nejrůznějších modifikacích. Můžeme se setkat s nejrůznějšími 
tvary pružných členů a zubů nábojů. 
 Používají se od těch nejmenších krouticích momentů až po krouticí momenty o 
velikosti několika desítek kN.m. Nejčastěji se používají pro spojení kompresorů, čerpadel, 
ventilátorů, apod. [4, 5] 
 
 
Obr. 1. 6 – Čelní zubová spojka [5] 
 
Pružná čepová spojka 
 Spojka se skládá z čepů s maticemi, pružných pryžových elementů válcového nebo 
soudečkovitého tvaru, hnacího a hnaného disku. Čepy jsou přišroubovány k hnacímu disku. 
Na volné části čepů jsou připevněny pružné elementy, které jsou zasunuty v dírách hnaného 
disku, tím je zajištěn přenos krouticího momentu. Spojky pro přenos vysokých krouticích 
momentů mají polovinu pružných elementů zasunutou do hnacího disku a druhou polovinu do 
hnaného disku. Dovolená hodnota tlaku mezi čepem a pružným elementem se pohybuje 
v rozmezí od 0,4 do 0,8 MPa. Z tohoto důvodu je snaha umísťovat osu čepu do co největší 
vzdálenosti od osy hřídele. Hodnotu tlaku mezi čepem a pružným elementem můžeme 
ovlivnit také počtem čepů. [1, 7] 
 Spojka se vyznačuje tichým chodem a jednoduchou konstrukcí. Dokáže vyrovnávat 
mírné axiální, radiální i úhlové odchylky os spojovaných hřídelí. Je stejně jako pružná spojka 
čelní zubová bezúdržbová. Podle zvolených materiálů je také vhodná pro prašné, vlhké 
a chemikáliemi znečištěné prostředí. Jejich použití je vhodné i pro velmi vysoké krouticí 
momenty (až 1,3 MN.m). S těmito spojkami se můžeme setkat v oblasti vodních turbín, 
čerpací techniky, jeřábů apod. [1, 8] 
 
 
Obr. 1. 7 – Pružná čepová spojka [8] 
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Pružná spojka s pružnou vložkou (Hardy spojka) 
 Přenos krouticího momentu je zajištěn pomocí pružné vložky s dírami. Skrze tyto díry 
je vložka pomocí čepů připevněna k hnanému a hnacímu disku. Materiálem pružné vložky 
nejčastěji bývá pryž vyztužená kordovými vlákny. Spojky pro přenos vyšších krouticích 
momentů mají do vložky navulkanizovány kovová pouzdra. Pouzdra slouží pro snížení tlaku 
mezi čepy a materiálem vložky. Hardy spojky dokážou vyrovnávat úhlové, axiální a menší 
radiální odchylky os hřídelí. [7] 
 
 
Obr. 1. 8 – Pružná spojka s pružnou vložkou [9] 
 
Obručová pružná spojka (Periflex) 
 Spojka přenáší krouticí moment pomocí pryžové obruče vyztužené tkaninou nebo 
ocelovými dráty. Můžeme se také setkat s obručemi bez výztuhy. Takovéto obruče bývají 
vyráběny z polyuretanu. Obruč je pomocí upínacích prstenců připevněna k hnacímu 
a hnanému disku. Z důvodu snadné montáže a výměny bývají obruče v jednom nebo více 
místech rozděleny kolmo na obvod. V praxi se používá velké množství tvarů obručí. [8, 11] 
Tyto spojky lze označit jako velmi poddajné. Vyznačují se nižší torzní tuhostí než 
předchozí typy spojek. Díky poddajnosti obručí umožňují největší axiální, radiální i úhlové 
odchylky os spojovaných hřídelí. Stejně jako předchozí typy spojek jsou bezúdržbové 
a používají se v podobných odvětvích pro krouticí momenty až do 38 kN.m. [8, 10, 11] 
 
 
Obr. 1. 9 – Pružná obručová spojka [8] 
 
1.2 Pružné spojky s kovovými členy 
 
Tyto spojky využívají k přenosu krouticího momentu pružných kovových členů, 
kterými jsou nejčastěji různé typy ocelových pružin. V porovnání s předchozím typem spojek 
mají pružné spojky s kovovými členy delší životnost, větší odolnost vůči vysokým teplotám 
a větší torzní tuhost. Při vhodné volbě materiálu dokážou spolehlivě pracovat i ve velmi 
agresivních prostředích. Jejich tlumení je ovšem zanedbatelné. To je jeden z důvodů, proč 
jsou často nahrazovány spojkami s nekovovými členy.  
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1.2.1. Typy pružných spojek s kovovými členy 
 
V následujících kapitolách budou opět popsány nejpoužívanější spojky tohoto typu. 
 
Pružná spojka s hadovitými pružinami (Bibby) 
 Spojka je složena ze dvou stejných disků. Tyto disky mají po obvodě drážky (zuby), 
do kterých je umístěna hadovitá pružina. Pomocí této pružiny je přenášen krouticí moment. 
Pružina je rozdělena na několik částí a musí být mazána. Kvůli rozstřiku maziva je část 
spojky s pružinou zakrytována a utěsněna těsněním. [12] 
 Spojka má lineární charakteristiku, ale pouze v případě, že zuby disků mají přímkový 
tvar a svírají tupý úhel. Změnou tvaru zubů na zaoblený dosáhneme zakřivené charakteristiky 
spojky. Je to dáno tím, že se pružina s rostoucím krouticím momentem ohýbá kolem boku 
zubu. Důsledkem toho se mění působiště obvodové síly a tím vzrůstá tuhost. [12, 13]  
 
 
Obr. 1. 10 – Znázornění změny působiště obvodové síly vlivem zvyšujícího se zatížení [13] 
 
 Spojky jsou vhodné i pro velmi vysoké krouticí momenty. Největší spojky dokážou 
přenést krouticí momenty až do velikostí okolo 1 MN.m. Kvůli přítomnosti těsnění nemohou 
spojky pracovat v příliš vysokých teplotách. Jejich maximální provozní teplota je tedy dána 
těsněním a pohybuje se okolo 120°C. Spojka dokáže vyrovnávat axiální, radiální i úhlové 
odchylky os spojovaných hřídelí. [14, 15] 
 
 
Obr. 1. 11 – Pružná spojka s hadovitými pružinami [15] 
 
Disková spojka 
 Název tohoto typu spojky je přeložený z anglického názvu „disc coupling“. V češtině 
někdy bývá tato spojka nazývána jako lamelová.  
Spojka je svou konstrukcí podobná výše uvedené pružné spojce s pružnou vložkou. U 
diskové spojky je pružný člen tvořen jedním nebo více disky. Disky jsou složeny z několika 
tenkých pružných lamel, které jsou v sestavě spojky dotaženy polovinou šroubů k hnacímu 
náboji a druhou polovinou k hnanému náboji. Šrouby nesmí být namáhány na střih, proto jsou 
předepjaté a krouticí moment je z hnaného náboje přenášen třením na svazek lamel a přes 
lamely zase třením na hnací náboj spojky. Většina výrobců vyrábí spojky buď se 4, 6 nebo 8 
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šrouby. Disk je torzně velmi tuhý. V jiných směrech je však poddajný a umožňuje spojce 
vyrovnávat axiální a úhlové odchylky os spojovaných hřídelí. Spojky s vymezovacím členem 
jsou schopny vyrovnávat i radiální odchylky. [14, 16] 
Tyto spojky jsou bezúdržbové, protože nevyžadují žádné mazání. Jsou považovány za 
nejspolehlivější spojky. Používají se pro přenos vysokých krouticích momentů (až 380 kN.m) 
i při vysokých otáčkách. Používají se až do teplot kolem 200°C a jsou vhodné pro použití i ve 
velmi znečištěných a agresivních prostředích. [14, 17] 
Jelikož část výrobců řadí tento typ spojek mezi spojky pružné a další část výrobců 
mezi spojky pevné, lze říci, že tento spojek může být takovým mostem, mezi spojkami 
pevnými a pružnými. [8, 17, 18] 
 
Obr. 1. 12 – Disková spojka (vlevo) a disková spojka s vymezovacím členem (vpravo) [16] 
 
1.3 Pružné spojky na principu tekutin 
 
Jedná se o novou kategorii spojek. Tyto spojky používají jako pružné členy pružiny se 
stlačitelnou tekutinou. Tedy plynové nebo vzduchové (pneumatické) pružiny. Krouticí 
moment je přenášen tekutinou.  
U plynových pružin je nutné použití inertního plynu, nejčastěji se používá dusík. 
Důvodem jsou vysoké tlaky v pružině a přítomnost maziv, které zajišťují správnou funkci 
těsnění. Při naplnění pružiny vzduchem může dojít ke vznícení maziva. Vzduchové pružiny 
neobsahují žádné těsnění ani maziva, navíc nejsou tlakovány na tak vysoké tlaky, a proto je u 
nich možné použití vzduchu jakožto pružného členu. [20, 21] 
Důvodem vzniku této kategorie spojek je možnost jednoduše měnit tlak plynu 
v pružinách a tím ovlivňovat dynamické vlastnosti spojky a jejich charakteristiku. Změnou 
tlaku v pružinách je tedy možné soustavu ladit a měnit její vlastní frekvence. Tuto výhodu 
neposkytují žádné jiné spojky. Dalším důvodem je fakt, že plyn uvnitř spojky nepodléhá 
únavě tak jako pružné nekovové členy, a proto si tyto spojky dokáží udržet konstantní 
dynamické vlastnosti. [19, 22] 
 
1.3.1. Typy pružných spojek na principu tekutin 
V následujících kapitolách budou popsány dva typy pružných spojek na principu 
tekutin: pneumatická pružná spojka (včetně jejích modifikací) a pružná spojka s plynovými 
pružinami. 
 
Pneumatická pružná spojka  
 Tento typ spojky byl vyvíjen Technickou univerzitou v Košicích. Spojka používá jako 
pružné členy vzduchové pružiny. To jsou pryžo-textilní měchy natlakované vzduchem. Jako 
každá spojka je složena z hnacího a hnaného disku. Mezi těmito disky jsou zařazeny pružiny, 
přes které je přenášen krouticí moment. Při zatížení je polovina pružin tažena a druhá 
polovina tlačena. Pružiny jsou mezi sebou propojeny hadicemi. Každá pružina je také 
opatřena plnicím ventilem. [23]  
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 Z obr. 1. 4 a 1. 5 je zřetelné, že spojka vykazuje velmi dobrou teplotní stálost. 
Dynamické vlastnosti spojky se vlivem teplotního zatížení téměř nemění. Je to způsobeno 
tím, že s rostoucí teplotou klesá tuhost pryžo-textilního měchu, ale zároveň roste vnitřní tlak 
pružiny. S rostoucím tlakem roste také tuhost pružiny. Tento vzrůst tuhosti vyrovnává pokles 
tuhosti měchu. [3] 
 
 
Obr. 1. 13 – Pneumatická pružná spojka; 1 – hnaný disk, 2 – hnací disk, 3 – tažená pružina, 
4 – tlačená pružina, 5 – spojovací hadice, 6 -  plnicí ventil [23] 
 
 Na obr. 1. 14 můžeme vidět, jak se mění charakteristika spojky s rostoucím plnicím 
tlakem.  Spojka má lehce progresivní charakteristiku. Spojku však lze v rozmezí plnicích 
tlaků od 200 kPa do 700 kPa považovat za lineární. Jelikož je pružina tvořena také pryžo-
textilním měchem, není přenos krouticího momentu zajištěn čistě přes plynné medium. Při 
plnicím tlaku 100 kPa je vliv plynu na charakteristiku 2x větší než vliv materiálu měchu. Vliv 
plynu na charakteristiku roste se stoupajícím plnicím tlakem a při tlaku 700 kPa je vliv plynu 
9x větší. Je tedy možné říci, že plyn má dominantní vliv na vlastnosti spojky. [23] 
 
 
Obr. 1. 14 – Statická charakteristika (vlevo) a dynamická charakteristika (vpravo) pro různé 
plnicí tlaky pružin: a – 100 kPa, b – 300 kPa, c - 500 kPa, d – 700 kPa [23] 
 
 Pro spojku bylo vyvinuto zařízení, které dokáže plynule měnit tlak v pružinách 
a udržovat tak konstantní úhel natočení φ při měnícím se zatížení spojky. Spojka má naprosto 
stejnou konstrukci, liší se jen tím, že nemá plnicí ventily. Pružiny jsou plněny pomocí 
regulačního zařízení, se kterým jsou propojeny. [23] 
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 Tato spojka je vyráběna polskou firmou FENA, která ji nabízí pro krouticí momenty 
do 400 kN.m. [19] 
 V porovnání s konvenčními spojkami má tato spojka velký poměr rozměrů ku 
přenášenému momentu. Tento fakt byl důvodem modifikace této spojky. Konstrukce nové 
spojky je podobná původní až na vzduchové pružiny. Jejich tvar byl poupraven na klínové 
vzduchové pružiny. Spojka tak při stejných rozměrech může přenášet až 2,6x větší krouticí 
momenty. Díky této úpravě došlo také ke zvýšení poddajnosti spojky. Spojka tak umožňuje 
zkroucení až 20°. Původní spojka měla úhel zkroucení max. 15°. Tažené a tlačené pružiny 
jsou propojeny škrticími ventily, které mají za úkol zvýšit tlumení spojky. [19] 
 
 
Obr. 1. 15 – Pneumatická pružná spojka s klínovými vzduchovými pružinami; 1 – hnací disk, 
2 – hnaný disk, 3, 4 – opěrné plochy pružin, 5 – tlačená pružina, 6 – tažená pružina, 7 – 
škrticí ventil propojující (5) a (6), 8 – plnicí ventil [19] 
 
 Spojka existuje ještě ve 3. modifikaci. Tato modifikace se však od prvních dvou 
spojek svou konstrukcí liší. Spojka se skládá z hnacího a hnaného tělesa. Hnací těleso je 
tvořeno písty, které se zatlačují do vzduchových pružin umístěných na hnaném tělese. Tato 
spojka je ještě poddajnější než spojka s klínovými pružinami. Ve variantě se dvěma pružinami 
dosahuje úhlu zkroucení až 80°. Tato varianta však umožňuje pružný přenos krouticího 
momentu pouze v jednom směru otáčení. [25, 26] 
 
  
Obr. 1. 16 – Pružná pneumatická pístová spojka; 1 – hnací těleso, 2 – hnaný těleso,  
3 – vzduchová pružina, 4 – opěrná část, 5 – pouzdro pružiny, 6 – škrticí dýza, 7 – píst, 8 – 
plnicí ventil, 9 – vedení plnicího ventilu [26] 
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Pružná spojka s plynovými pružinami 
Tato část práce je vzhledem k možnému patentování spojky utajena. Práce dále pokračuje 
kapitolou č. 2. 
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2 MATEMATICKÝ MODEL PLYNOVÉ PRUŽINY [27, 28] 
 
V rámci bakalářské práce [22] byl odvozen vztah pro určení tuhosti plynové pružiny: 
 
 
2
0
0
m
p Sk
V
⋅
=   (2.1) 
 
Určení tlumení plynové pružiny je možné pouze na základě experimentu. Při 
dokmitávání změříme periodu T a amplitudu Yi dvou po sobě jdoucích maxim. Z toho 
můžeme vypočítat logaritmický dekrement útlumu ν a vlastní úhlovou frekvenci ω: 
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Logaritmický dekrement útlumu můžeme vyjádřit také jako: 
 
2 pbν pi= ⋅ ⋅  
 
kde bp je poměrný útlum. Tato veličina nám poslouží k výpočtu tlumení bm: 
 
m p krb b b= ⋅  
 
bkr je kritické tlumení, které je definováno jako: 
 
2krb m ω= ⋅ ⋅  
 
Výsledný vztah pro tlumení je tedy:  
m
mb ν ω
pi
⋅ ⋅
=  
 
2.1 Odvození rovnice pro stanovení vlastní frekvence plynové 
pružiny 
 
Při odvození uvažujeme jednorozměrné proudění plynu v přímé uzavřené trubici. 
Z jedné strany je trubice utěsněna pístem. Píst vychýlíme z počáteční polohy 0 do polohy 1. 
Z polohy 1 se píst vrátí zpět do počáteční polohy 0. V tuto chvíli kmitá plyn v trubici vlastní 
frekvencí. 
 
Obr. 2.1 - Trubice 
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 Vycházíme ze zjednodušené Navier-Stokesovy rovnice (2.2) a zjednodušené rovnice 
kontinuity (2.3) pro předpoklad jednorozměrného proudění. 
 
 
0
0q S pb q
t xρ
∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ =
∂ ∂
  (2.2) 
 
2
0 0ap q
t S x
ρ ⋅∂ ∂
+ ⋅ =
∂ ∂
  (2.3) 
 
Průtok q a tlak p jsou funkcí času a polohy. Řešení rovnic (2.2) a (2.3) uvažujeme ve tvaru: 
 
 ( ) s tq Q x e ⋅= ⋅   (2.4) 
 ( ) s tp x eσ ⋅= ⋅   (2.5) 
 
kde ;  ,s iα ω α ω= + ⋅ ∈ℝ  
Pro průtok definujeme okrajové podmínky: 
 
 (0, ) 0 (0) 0s tq t Q e ⋅= → ⋅ =   (2.6) 
 ( , ) 0 ( ) 0s tq L t Q L e ⋅= → ⋅ =   (2.7) 
 
Okrajové podmínky zderivujeme podle času t a dosadíme do rovnic (2.2) a (2.3). Dostaneme 
pak: 
0
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Upravením rovnic získáme: 
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Řešení rovnic (2.8) a (2.9) předpokládáme ve tvaru: 
 
 0( ) sin
xQ x Q k
L
pi
 
= ⋅ ⋅ ⋅ 
 
  (2.10) 
 0( ) cos
x
x k
L
σ σ pi
 
= ⋅ ⋅ ⋅ 
 
  (2.11) 
 
Abychom mohli řešení (2.10) a (2.11) dosadit do rovnic (2.8) a (2.9), je nutné je nejdříve 
zderivovat podle polohy x. 
 
 0
( )
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Q x k xQ k
x L L
pi
pi
∂ ⋅  
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= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∂  
  (2.13) 
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Nyní můžeme dosadit výrazy (2.10 – 2.13) dosadit do rovnic (2.8) a (2.9). 
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Rovnice (2.14) a (2.15) tvoří soustavu rovnic. Soustavu můžeme přepsat do maticového tvaru: 
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Řešením soustavy (2.16) je: 
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V rovnici (2.17) roznásobíme závorky a dostaneme kvadratickou rovnici: 
 
2
2 0a ks s b
L
pi⋅ ⋅ 
+ ⋅ + = 
 
 
Řešením kvadratické rovnice je: 
 
2
2
1,2
1 4
2 2
b a k
s b
L
pi⋅ ⋅ 
= − ± − ⋅ 
 
  (2.18) 
 
Výraz (2.18) vyjadřuje tzv. vlastní čísla, která bývají zapisována ve tvaru: 
 
 i is iα ω= ± ⋅   (2.19) 
 
Člen αi z výrazu (2.19) je reálnou částí vlastního čísla a vyjadřuje stabilitu systému. 
Pokud je 0iα <  pak se jedná o tlumený systém. Pokud je 0íα =  pak je systém netlumený a 
v případě, že je 0iα >  pak v systému dochází k samobuzenému kmitání. 
Člen i ω⋅  z výrazu (2.19) je imaginární částí vlastního čísla. Tento člen vyjadřuje 
vlastní úhlovou rychlost kmitání systému, ze které můžeme určit vlastní frekvence. 
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V našem případě je člen 
2
b
α = − , kde b je tlumení, které nemůže nabývat záporných 
hodnot. Reálná část vlastního čísla bude vždy 0iα < . Z toho vyplývá, že se vždy bude jednat 
o tlumený systém. Mohou zde však nastat dva případy. 
V prvním případě budeme uvažovat 
2
2 4 a kb
L
pi⋅ ⋅ ≥ ⋅ 
 
. Číslo pod odmocninou rovnice 
(2.18) bude kladné a rovnice mít dvě řešení v oboru reálných čísel. V tomto případě se systém 
aperiodicky utlumí. To znamená, že se vlivem počátečního pohybu pístu plyn vychýlí a 
postupně se vrací do počáteční polohy. Pružina nekmitá a nemá žádnou vlastní frekvenci. 
V druhém případě budeme uvažovat 
2
2 4 a kb
L
pi⋅ ⋅ ≤ ⋅ 
 
. Číslo pod odmocninou 
rovnice (2.18) bude záporné a řešením rovnice budou dva komplexně sdružené kořeny. 
Systém bude kmitat vlastní frekvencí, kterou lze vyjádřit pomocí vlastní úhlové rychlosti ω: 
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Vlastní frekvence systému tedy bude: 
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f ω
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 Z výrazu (2.21) je patrné, že pokud budeme zvyšovat tlumení, budou vlastní frekvence 
systému klesat a naopak. Pokud se budicí frekvence systému blíží vlastní frekvenci, kmitá 
systém na vlastním tvaru kmitu. 
 
2.2 Tlakové pulzace v plynové pružině 
 
Odvození uvažuje stejné předpoklady jako odvození vlastní frekvence plynové 
pružiny. V tomto případě se však píst pohybuje, koná malé kmity, které jsou dané budicí 
funkcí. Ty jsou v porovnání s délkou trubice L zanedbatelné, a proto uvažujeme tuto délku 
konstantní. Při odvození opět použijeme zjednodušené rovnice (2.2) a (2.3) jejichž řešení 
budeme uvažovat ve tvaru: 
 
 ( , ) ( ) Bi tq x t Q x e ⋅Ω ⋅= ⋅   (2.22) 
 ( , ) ( ) Bi tp x t x eσ ⋅Ω ⋅= ⋅   (2.23) 
 
Pro náš případ platí následující okrajové podmínky: 
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Výrazy (2.22) a (2.23) zderivujeme podle t a dosadíme do rovnic (2.2) a (2.3): 
 
0
2
0
( )( ) ( ) 0
( )( ) 0
B
B
i t
B
i t
B
S xi Q x b Q x e
x
a Q xi x e
S x
σ
ρ
ρ
σ
⋅Ω ⋅
⋅Ω ⋅
 ∂
⋅Ω ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ∂ 
 ⋅ ∂
⋅Ω ⋅ + ⋅ ⋅ = ∂ 
 
 
 ( )
0
( )( ) 0B
S xb i Q x
x
σ
ρ
∂
+ ⋅Ω ⋅ + ⋅ =
∂
  (2.26) 
 
2
0 ( )( ) 0B
a Q xi x
S x
ρ
σ
⋅ ∂
⋅Ω ⋅ + ⋅ =
∂
  (2.27) 
 
Z rovnice (2.26) vyjádříme ( )xσ , to zderivujeme podle x a dosadíme do rovnice (2.27): 
 
 
2 2
0 0( ) ( )( )
B B
a aQ x Q x
x i
i S x S x
ρ ρ
σ
⋅ ⋅∂ ∂
= − ⋅ = ⋅ ⋅
⋅Ω ⋅ ∂ Ω ⋅ ∂
  (2.28) 
2 2
0
2
( ) ( )
B
ax Q xi
x S x
ρσ ⋅∂ ∂
= ⋅ ⋅
∂ Ω ⋅ ∂
 
 ( )
2 2
0
2
0
( )( ) 0B
B
a S Q xb i Q x i
S x
ρ
ρ
⋅ ∂
+ ⋅Ω ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =
Ω ⋅ ∂
  (2.29) 
 
Rovnici (2.29) upravíme na tvar: 
 
 
( )2
2 2
( ) ( ) 0B Bb iQ x Q x
x i a
+ ⋅Ω ⋅Ω∂
+ ⋅ =
∂ ⋅
  (2.30) 
 
V rovnici (2.30) provedeme následující úpravu: 
 
 
( )2
2
B Bb i
i a
+ ⋅Ω ⋅Ω
Λ =
⋅
  (2.31) 
 
2
2
2
( ) ( ) 0Q x Q x
x
∂
+ Λ ⋅ =
∂
  (2.32) 
 
Řešení rovnice (2.32) předpokládáme ve tvaru: 
 
 ( ) ( )( ) sin cosQ x A x B x= ⋅ Λ ⋅ + ⋅ Λ ⋅   (2.33) 
 
Konstanty A a B určíme pomocí okrajových podmínek (2.24) a (2.25). Konstantu B určíme 
dosazením okrajové podmínky (2.24) do rovnice (2.33):  
 
 0(0)Q q B= =   (2.34) 
 
Konstantu A získáme dosazením konstanty B (2.34) a počáteční podmínky (2.25) do rovnice 
(2.33): 
( ) ( )0sin cos 0A L q L⋅ Λ ⋅ + ⋅ Λ ⋅ =  
 
( )
( )0
cos
sin
L
A q
L
Λ ⋅
= − ⋅
Λ ⋅
  (2.35) 
 
VUT-EU-ODDI-13303-03-14 
 
 
26 
Dosazením konstant (2.34) a (2.35) do rovnice (2.33) získáme konečný tvar průtokové 
funkce: 
 
( )
( ) ( ) ( )0 0
cos( ) sin cos
sin
LQ x q x q x
L
Λ ⋅
= − ⋅ ⋅ Λ ⋅ + ⋅ Λ ⋅
Λ ⋅
  (2.36) 
 
Výslednou tlakovou funkci získáme tak, že zderivujeme funkci (2.36) podle x a tuto derivaci 
dosadíme do rovnice (2.28): 
 
 
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
0 0
2
0
0 0
cos( )
cos sin
sin
cos( ) cos sin
sinB
LQ x q x q x
x L
La
x q x q x
i S L
ρ
σ
Λ ⋅∂
= − ⋅ ⋅ Λ ⋅ Λ ⋅ − ⋅Λ ⋅ Λ ⋅
∂ Λ ⋅
 Λ ⋅⋅
= − ⋅ − ⋅ ⋅Λ ⋅ Λ ⋅ − ⋅ Λ ⋅ Λ ⋅ 
⋅Ω ⋅ Λ ⋅ 
  
 
Výsledná tlaková funkce má tedy tvar: 
 
 
( )
( ) ( ) ( )
2 2
0 0
0 0
cos( ) cos sin
sinB B
La a
x q x q x
i S L i S
ρ ρ
σ
Λ ⋅⋅ ⋅ Λ ⋅ ⋅Λ
= ⋅ ⋅ ⋅ Λ ⋅ + ⋅ ⋅ Λ ⋅
⋅Ω ⋅ Λ ⋅ ⋅Ω ⋅
  (2.37) 
 
Člen 
2
0
0
B
a
q
i S
ρ ⋅ ⋅ Λ
⋅
⋅Ω ⋅
 z rovnice (2.37) udává velikost tlakové amplitudy. Její velikost 
můžeme ovlivňovat velikostí q0. Jelikož je 0 0q v S= ⋅ , můžeme říci, že velikost amplitudy 
narůstá s rostoucí rychlostí pohybu pístu. Pokud budeme uvažovat nulové tlumení b, pak 
můžeme upravit člen (2.31) na následující tvar: 
 
 
2
2
2
B B
a a
Ω ΩΛ = ⇒ Λ =   (2.38) 
 
Dosadíme-li výraz (2.38) do členu ( )( )
cos
sin
L
L
Λ ⋅
Λ ⋅
 z rovnice (2.37) dostaneme: 
 
 
cos
sin
B
B
L
a
L
a
Ω 
⋅ 
 
Ω 
⋅ 
 
  (2.39) 
 
Člen (2.39) upravíme pomocí následujícího vztahu, který byl získán z rovnice (2.20) 
uvažováním nulového tlumení b. 
 
 
a L kk
L a
pi
ω pi
ω
⋅
= ⋅ ⋅ ⇒ =  (2.40) 
 
Dosazením výrazu (2.40) do výrazu (2.39) získáme: 
 
 
cos
sin
B
B
k
k
pi
ω
pi
ω
Ω 
⋅ ⋅ 
 
Ω 
⋅ ⋅ 
 
  (2.41) 
 
Z výrazu (2.41) je patrné, že pokud se k sobě bude blížit vlastní úhlová rychlost ω a 
budicí úhlová rychlost ΩB, bude se jmenovatel zlomku zmenšovat a tím bude narůstat hodnota 
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celého zlomku. V rezonanci pak bude hodnota zlomku rovna nekonečnu a systém bude kmitat 
na určitém vlastním kmitu. 
 
Do členu 
2
0
0
B
a
q
i S
ρ ⋅ ⋅ Λ
⋅
⋅Ω ⋅
 z rovnice (2.37) dosadíme výraz (2.38). Budeme tedy určovat 
hodnotu amplitudy tlaku při nulovém tlumení. Získáme tedy: 
2
0
0
0 0 0 0
1 1
B
B
a qaq a v a
i S i S i
ρ
ρ ρ
Ω
⋅ ⋅
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
⋅Ω ⋅
 
Můžeme tedy vidět jistou analogii s nárůstem tlaku při totálním hydraulickém rázu. Tento 
nárůst tlaku popisuje Žukovského vztah: 
0p v aρ∆ = ⋅ ⋅   
Oproti hydraulickému rázu bude v plynové pružině amplituda tlaku značně menší. Je to dáno 
nižší hustotou a nižší rychlostí zvuku. 
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3 MATEMATICKÝ MODEL ROTOROVÉ SOUSTAVY [27, 
30, 31] 
 
Model se skládá ze dvou rotujících hmot J1 a J2, které jsou spojeny torzní pružinou. 
Pružina je charakterizována torzní tuhostí kt a torzním tlumením bt. Pod rotující hmotou J2 je 
možné si představit rotor motoru, který pohání rotující hmotu J1 přes torzní pružinu, pod 
kterou si můžeme představit pružnou spojku. 
 
 
Obr. 3.1 – Model rotorové soustavy spojené pružnou spojkou 
 
Vycházíme z pohybových rovnic: 
 
 
1 1 1 2 1 2
2 2 2 1 2 1 0
( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )
t t
t t k
J b k
J b k M f t
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
⋅ + ⋅ − + ⋅ − =
⋅ + ⋅ − + ⋅ − = ⋅
ɺɺ ɺ ɺ
ɺɺ ɺ ɺ
  (3.1) 
 
Pro rovnice (3.1) uvažujeme nulové počáteční podmínky: 
 
1 1
2 2
(0) 0;  (0) 0
(0) 0;  (0) 0
ϕ ϕ
ϕ ϕ
= =
= =
ɺ
ɺ
 
 
Rovnice (3.1) budeme řešit pomocí Laplaceovy transformace. V první řadě však rovnice 
roznásobíme: 
 
1 1 1 1 2 2
2 2 2 2 1 1 0
0
( )
t t t t
t t t t k
J b k b k
J b k b k M f t
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ =
⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅
ɺɺ ɺ ɺ
ɺɺ ɺ ɺ
  (3.2) 
 
Nyní provedeme Laplaceovu transformaci rovnic (3.2): 
 
 
2
1 1 1 1 2 2
2
2 2 2 2 1 1 0
0
( )
t t t t
t t t t k
s J s b k s b k
s J s b k s b k M f s
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ =
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
  (3.3) 
 
Soustavu rovnic (3.3) můžeme přepsat do maticového tvaru: 
 
 
1 1 1 12
02 2 2 2
00
( )0
t t t t
t t t t k
b b k kJ
s s
b b k k M f sJ
ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
− −            
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =            
− − ⋅            
ɶ ɶ ɶ
ɶ ɶ ɶ
   
2s s⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =t t KJ φ B φ K φ Mɶ ɶ ɶ  
 ( )2s s⋅ + ⋅ + ⋅ =t t KJ B K φ Mɶ   (3.4) 
 
Matice v závorce výrazu (3.5) můžeme sečíst a dostaneme tak matici A, která má tvar: 
 
 
2
1
2
2
t t t t
t t t t
s J s b k s b k
s b k s J s b k
 ⋅ + ⋅ + − ⋅ −
=  
− ⋅ − ⋅ + ⋅ + 
A   (3.5) 
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Rovnici (3.4) můžeme přepsat do tvaru: 
 ⋅ = KA φ Mɶ   (3.6) 
Řešením rovnice (3.6) bude: 
 = ⋅
-1
Kφ A Mɶ   (3.7) 
 
Abychom získali řešení rovnice (3.7), je v první řadě potřeba určit inverzní matici k matici A: 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
2
2
2
1
2 2
1 2
4 3 2
1 2 1 2 1 2
2
2
4 3 2
1 2 1 2 1 2
1
det
det
det
1
t t t t
t t t t
t t t t t t t t
t t
t t
t t
s J s b k s b k
s b k s J s b k
s J s b k s J s b k s b k s b k
s J J s b J J s k J J
s J s b k s
s J J s b J J s k J J
 ⋅ + ⋅ + ⋅ +
= ⋅ 
⋅ + ⋅ + ⋅ + 
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + − − ⋅ − ⋅ − ⋅ −  
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ +
⋅ + ⋅ + ⋅
= ⋅
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ +
-1
-1
A
A
A
A
A 2
1
t t
t t t t
b k
s b k s J s b k
 +
 
⋅ + ⋅ + ⋅ + 
 
 
Řešením rovnice (3.7) bude: 
 
 
( ) ( )
1
4 3 2
2 1 2 1 2 1 2
2
2
2
01
1
0
            ( )
t t
t t t t
kt t t t
s J J s b J J s k J J
s J s b k s b k
M f ss b k s J s b k
ϕ
ϕ
 
= ⋅ 
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + 
 ⋅ + ⋅ + ⋅ +  
⋅ ⋅   
⋅⋅ + ⋅ + ⋅ +   
ɶ
ɶ
  (3.8) 
 
Nyní z rovnice (3.8) vyjádříme jednotlivá řešení 1ϕɶ  a 2ϕɶ : 
 
 ( ) ( )1 02 21 2 1 2 1 2 ( )
t t
k
t t
s b k M f s
s J J s b J J k J J s
ϕ ⋅ += ⋅ ⋅
 ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ 
ɶ
  (3.9) 
 ( ) ( )
2
1
2 02 2
1 2 1 2 1 2
( )t t k
t t
s J s b k M f s
s J J s b J J k J J s
ϕ ⋅ + ⋅ += ⋅ ⋅
 ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ 
ɶ
  (3.10) 
 
Získaná řešení jsou obrazy Laplaceovy transformace. Pro získání originálních řešení 
bude nutné provést zpětnou Laplaceovu transformaci. Za funkci ( )f s budeme dosazovat 
obrazy Laplaceovy transformace funkcí, kterými je systém buzen. Model byl odvozen pro tři 
různé budicí funkce. 
V rámci této práce bylo odvozeno řešení rovnic (3.9) a (3.10). Avšak po vykreslení 
řešení rovnice (3.10) bylo zjištěno, že výsledek není správný. Chyba byla nalezena a bude 
spolu s naznačením odvození popsána v další části této kapitoly. V následujících kapitolách 
budou tedy odvozeny řešení pouze pro rovnici (3.9). 
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3.1 Odezva na jednotkový skok 
 
Jedná se o buzení Heavisideovou funkcí H(t). 
 
 
Obr. 3. 2 – Budicí Heavisideova funkce  
 
V první řadě je potřeba provést Laplaceovu transformaci budicí funkce H(t): 
 
 ( ) ( ) ( ){ } 1  L ( )f t H t f t s
s
= → =   (3.11) 
 
Obraz budicí funkce (3.11) dosadíme do výrazu (3.9). 
 
 ( ) ( )1 02 31 2 1 2 1 2
1t t
k
t t
s b k M
s J J s b J J k J J s
ϕ ⋅ += ⋅ ⋅
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ +
ɶ
  (3.12) 
 
Kvůli zjednodušení zápisu budeme psát ( )1 2J J J= + . Pro získání originálu k obrazu (3.12) je 
nutné provést zpětnou Laplaceovu transformaci. Obraz je složen z 3 funkcí: 
 
 1 t ts b kΦ = ⋅ +   (3.13) 
 
2
2 1 2 t ts J J s b J k JΦ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅   (3.14) 
 
0
3 3
kM
s
Φ =   (3.15) 
Originál k 1
2
Φ
Φ
 získáme pomocí reziduové věty. V první řadě je však nutné najít nulové body 
(sk) funkce 2Φ . 
 
2
2
1 2
2 2
1 2
1,2
1 2
0
0
4
2
t t
t t t
J J s b J s k J
b J b J J J k J
s
J J
Φ =
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =
− ⋅ ± ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=
⋅ ⋅
   
 
2 2
1 2
1,2
1 2 1 2
4
2 2
t tt
b J J J k Jb J
s i
J J J J
− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅
= ± ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 (3.16) 
 
Nulovými body funkce 2Φ  jsou tedy komplexně sdružené kořeny kvadratické rovnice a jsou 
zároveň vlastními čísly systému. Pro lepší orientaci v komplexních číslech budeme 
komplexně sdružené číslo označovat stejným znakem s pruhem: 
 
 
2 2
1 2
1
1 2 1 2
4
2 2
t tt
b J J J k Jb J
s s i
J J J J
− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅
= = + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
  (3.17) 
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2 2
1 2
2
1 2 1 2
4
2 2
t tt
b J J J k Jb J
s s i
J J J J
− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅
= = − ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
  (3.18) 
 
Pro zjednodušení výrazů budeme vlastní čísla 1,2s  používat ve zkráceném tvaru: 
 
 s iα ω= + ⋅   (3.19) 
 s iα ω= − ⋅   (3.20) 
 
Nyní můžeme aplikovat reziduovou větu na výraz 1
2
Φ
Φ
. 
 
 
( )2 11 1
1
1 22
k
k
s t
k
k
s
s e
F L
s
⋅
−
=
Φ ⋅ Φ
= =  ∂ΦΦ   
 ∂ 
∑   (3.21) 
 
Pro dokončení zpětné Laplaceovy transformace musíme ještě fukci 2Φ  zderivovat podle s. 
 
 
2
1 22 tJ J s b J
s
∂Φ
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
∂
  (3.22) 
 
Výsledkem reziduové věty bude: 
 
 
( ) ( )
1
1 2 1 22 2
t t t ts t s t
t t
s b k s b k
F e e
J J s b J J J s b J
⋅ ⋅
⋅ + ⋅ +
= ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
  (3.23) 
 
Protože zlomky ve výrazu (3.23) jsou konstanty, můžeme výraz zjednodušit na tvar: 
 
 1
s t s tF P e P e⋅ ⋅= ⋅ + ⋅   (3.24) 
 
Nyní provedeme zpětnou Laplaceovu transformaci funkce 3Φ (3.15). Jedná se o jednoduchou 
funkci, jejíž originál můžeme najít ve slovníku Laplaceovy transformace. [31] 
 
 ( )
1 2
1 0
2 0 03 1 ! 2
n
k
k k
M t tF L M M
s n
−
−
 
= = ⋅ = ⋅ 
− 
  (3.25) 
 
Originál k obrazu (3.9) získáme pomocí konvoluce: 
 
 
( ){ } ( ) ( )
( )
1
1 1 1 2
0
2
( ) ( )
1 0
0
2 20
1
0 0
2
2
t
t
s t s t
k
t t
s t s s t sk
L s F t F d
P e P e M d
M P e e d P e e d
τ τ
τ τ
ϕ ϕ τ τ τ
τϕ τ
ϕ τ τ τ τ
−
⋅ − ⋅ −
⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
= = − ⋅
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ 
 
∫
∫
∫ ∫
ɶ
   
 
2
0
1 2 3
0
2
2 3
0
2 2
2
2 2
    
t
s t s s sk
t
s t s s s
M P e e e e
s s s
P e e e e
s s s
τ τ τ
τ τ τ
τ τϕ
τ τ
⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
  ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +  
 
 ⋅ 
+ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅  
  
  (3.26) 
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Ve výrazu (3.26) dosadíme meze, závorky roznásobíme a upravíme na tvar: 
 
 
2 2 2 2
0
1 2 2
3 3 3 3
3 3 3 3
2 2
2
2 2 2 2
    
k
s t s t
M s P t s P t s P t s P t
s s s s
s P s P s P e s P e
s s s s
ϕ
⋅ ⋅
 ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ − − −
⋅ ⋅
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
− + 
⋅ ⋅ 
  (3.27) 
 
Ve zlomcích z výrazu (3.27) sčítáme komplexně sdružená čísla, tudíž v každém 
čitateli dostaneme dvojnásobek reálné části. Výsledný výraz má reálné části zapsané jako 
konstanty A1 – A4. 
 
( ) ( )
( ) ( )( )
( )
21 4 2
1 0 2 32 2 2 2 2 2
2 3
32 2
2 2
2 cos sin
    
k
t
A A AM t t
e A t A tα
ϕ
α ω α ω α ω
ω ω
α ω
⋅

⋅ ⋅= ⋅ − ⋅ − ⋅ − +
 + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
+
+ 
  (3.28) 
 
Konstanty A1 – A4: 
 
 ( ) ( ) ( )
( )
2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
1 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 2
4 4
J J b J J k b J b J k
A
J J J J b J b J
α ω α α ω α ω α
α ω α
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅
=
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
  (3.29) 
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     3 2 6
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α ω
α ω α
α α ω α α ω ω α ω
α ω α α ω
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 
  (3.30) 
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( ) ( ) ( )
( )
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1 2 1 2
2 3 3 3 2 2 2
1 2
3 2
1 2
4 4
     3 2 4 4 2
     3
A J J b
J J J J b J b J
J J k b J
b J k
α ω
α ω α
α ω α α ω α ω α ω α ω
α α ω
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 
  (3.31) 
 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2 2
4 1 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 2 3 2 2 2 2 2 2
1 2
1 2
4 4
     2 3
A J J b
J J J J b J b J
J J k b J b J k
α ω
α ω α
α ω α α ω α ω α α ω
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − 
  (3.32) 
 
Vykreslení závislosti úhlu natočení φ1 (3.28) na čase t 
Pro vykreslení závislosti je nejprve nutné určit konstanty J1, J2, kt, bt, a Mk0. Tyto 
konstanty byly voleny tak, aby soustava přibližně odpovídala soustavě spojené navrženou 
pružnou spojkou s plynovými pružinami. Pouze konstanta tlumení byla odhadnuta.  
Za moment setrvačnosti J1 byl dosazen moment setrvačnosti rotoru odstředivého 
čerpadla [33], které odpovídá přenášenému výkonu 3 kW, pro který byla spojka navržena. Za 
moment setrvačnosti J2 byl dosazen moment setrvačnosti rotoru elektromotoru o výkonu 3 
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kW [34]. Za torzní tuhost kt byla dosazena torzní tuhost navržené pružné spojky s plynovými 
pružinami. Za krouticí moment Mk0 byl dosazen moment, na který byla spojka navržena. 
 
 
2 2 1
1 2
1
0
0,079 0,0079 390,76 
0,5 20, 4 
t
t k
J kg m J kg m k N m rad
b N m s rad M N m
−
−
= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅
 
 
 
Obr. 3. 3 – Závislost úhlu natočení φ1 na čase t při buzení Heavisideovou funkcí 
 
3.2 Odezva na buzení sinusovou funkcí  
 
Jedná se o buzení funkcí ( )sin B tΩ ⋅ . 
 
Obr. 3. 4 – Budicí sinusová funkce 
 
Opět jako první určíme Laplaceův obraz budicí funkce: 
 
 ( ) ( ){ }( ) 2 2sin( )  L BB
B
f t t f t s
s
Ω
= Ω ⋅ → =
Ω +
  (3.33) 
Obraz budicí funkce (3.33) dosadíme do výrazu (3.9). 
 
 ( ) ( ) ( )1 02 2 2 21 2 1 2 1 2
t t B
k
t t B
s b k M
s J J s b J J k J J s s
ϕ ⋅ + Ω= ⋅ ⋅
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + Ω +
ɶ
 (3.34) 
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Originál k prvnímu zlomku z výrazu (3.34) je stejný jako v předchozí kapitole a je roven 
výrazu (3.24). Druhý zlomek můžeme rozdělit na dvě jednoduché funkce, jejichž originály 
najdeme pomocí slovníku Laplaceovy transformace a jejich součin získáme pomocí 
konvoluce. [31] 
 
0
4 2
kM
s
Φ =   (3.35) 
 5 2 2
B
B s
ΩΦ =
Ω +
  (3.36) 
 { } ( )14 4 sin BF L t−= Φ = Ω ⋅   (3.37) 
 { }15 5 0kF L M t−= Φ = ⋅   (3.38) 
 
K získání originálu součinu funkcí 4Φ  a 5Φ  je zapotřebí provést konvoluci: 
 
{ } ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
1
45 4 5 4 5
0
45 0 0
0 0 0
sin sin sin
t
t t t
k B k B B
F L F F t d
F M t d M t d d
τ τ τ
τ τ τ τ τ τ τ τ
−
= Φ ⋅Φ = ⋅ −
 
= ⋅ Ω ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ Ω ⋅ + ⋅ Ω ⋅ 
 
∫
∫ ∫ ∫
 
 ( ) ( ) ( )45 0 2
0 0
sin cos1
cos
tt
B B
k B
B B B
t
F M t
τ τ
τ
 Ω ⋅ Ω   
= ⋅ ⋅ − Ω − −   Ω Ω Ω     
  (3.39) 
 
Dosazením mezí a upravením výrazu (3.39) získáme finální podobu originálu součinu funkcí 
4Φ  a 5Φ . 
 
( )
45 0 2
sin B
k
B B
ttF M
Ω ⋅ 
= ⋅ − Ω Ω 
  (3.40) 
 
Originál k výrazu (3.9) získáme obdobně jako v minulé kapitole. Pomocí konvoluce 
vypočítáme součin funkcí 1F  (3.27) a 45F  (3.40). 
( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
1
1 1 1 45
0
( ) ( )
1 0 2
0
1 0 2
0 0
2
0 0
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    sin
t
t
Bs t s t
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B B
t ts t s t
s s
k B
B B
t ts t s t
s s
B
B B
t L s F t F d
ttP e P e M d
P e P eM e d e d
P e P e
e d e d
τ τ
τ τ
τ τ
ϕ ϕ τ τ τ
ϕ τ
ϕ τ τ τ τ
τ τ τ τ
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⋅ − ⋅ −
⋅ ⋅
− ⋅ − ⋅
⋅ ⋅
− ⋅ − ⋅
= = − ⋅
Ω ⋅ 
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − Ω Ω 

⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ Ω ⋅ + Ω Ω

⋅ ⋅
+ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ Ω ⋅
Ω Ω
∫
∫
∫ ∫
∫ ∫
ɶ


 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
1 0 2 2 2 2
0 0
2 2 2 2
0 0
1 sin cos
    1 sin cos
tts t s s t s
k B B B
B B B
tt
s t s s t s
B B B
B B B
P e e P e eM s s
s s
P e e P e e
s s
s s
τ τ
τ τ
ϕ τ τ τ
τ τ τ
⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
   ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ Ω ⋅ + Ω ⋅ Ω ⋅ +   Ω Ω Ω +   
  ⋅ ⋅ 
+ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ Ω ⋅ + Ω ⋅ Ω ⋅   Ω Ω Ω +    
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 Po dosazení mezí a roznásobení závorek výraz upravíme tak, abychom opět sčítali 
komplexně sdružená čísla a tím se zbavili imaginárních částí. Výraz poté zjednodušíme 
pomocí konstant Ai. Získáme tak výsledný originál obrazu (3.34). 
 
 
( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
4 80 7 4
1 2 2 22 2 2 2 2 2
2 3
9 7 6 40
22 4 2 2 2 2 2
3 3
6 4 10 8
cos sin2
sin cos2
    
2
cos sin
    
tk
B
B B B B Bk
B B B
B B B Bt
A t A tM A A
t e
A A t A A tM
A A t A A t
e
α
α
ω ωϕ
α ω α ω α ω
α ω α ω
ω ω
⋅
⋅
 
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⋅  = ⋅ − ⋅ − + ⋅ +
 Ω + + + 
 Ω ⋅ + ⋅ Ω ⋅ + Ω ⋅ + Ω ⋅ ⋅ Ω ⋅
⋅ + ⋅ −
Ω Ω + ⋅Ω ⋅ − + +
Ω ⋅ + Ω ⋅ ⋅ ⋅ + Ω ⋅ + Ω ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅ ( ) ( )24 2 2 2 2 22B B α ω α ω


Ω + ⋅Ω ⋅ − + + 
  (3.41) 
 
Konstanty A1 – A4 (3.29 – 3.32) jsou uvedeny v minulé části. Nyní je potřeba uvést zbývající 
konstanty A6 – A10. 
 
Konstanty A6 – A10: 
 
( )
( )
2 2 2
1 2 1 2
6 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 2
4 4
J J b J J k b J b J k
A
J J J J b J b J
α ω α α
α ω α
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
=
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
  (3.42) 
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( ) ( ) ( )
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7 1 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 2 2 2 2 2 2
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4 4
    2
A J J b
J J J J b J b J
J J k b J b J k
α ω α
α ω α
α ω α ω α α ω
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
  (3.43) 
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1 2 1 2
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4 4
    2 3 2
A J J b
J J J J b J b J
J J k b J b J k
α ω α ω
α ω α
α ω ω α ω α ω
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⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
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  (3.44) 
 
( ) ( ) ( )
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2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
9 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 2
4 4
J J b J J k b J b J k
A
J J J J b J b J
α ω α α ω α ω α
α ω α
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅
=
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  (3.45) 
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( )
2
1 2
10 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2
4 4
J J k b J
A
J J J J b J b J
α ω
α ω α
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
=
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
  (3.46) 
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Vykreslení závislosti úhlu natočení φ1 (3.41) na čase t 
Při vykreslování funkce byly použity stejné konstanty jako v minulém případě. Pro 
vykreslení je však potřeba ještě zvolit velikost budicí úhlové rychlosti 110 B rad s−Ω = ⋅ . 
 
 
Obr. 3. 5 – Závislost úhlu natočení φ1 na čase t při buzení sinusovou funkcí 
 
3.3 Odezva na buzení exponenciální funkcí 
 
Jde o buzení funkcí (1 )te β− ⋅− . Zvětšováním nebo zmenšováním velikosti β měníme rychlost 
rozběhu, viz obr. 1. 4. 
 
 
Obr. 3. 6 – Exponenciální funkce (1 )te β− ⋅−  
 
Postup je stejný jako v předchozích kapitolách. V první řadě je nutné určit Laplaceův obraz 
budicí funkce. 
 
 ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )1   Ltf t e f t s s sβ
β
β
− ⋅
= − → =
⋅ +
  (3.47) 
Obraz (3.47) dosadíme do výrazu (3.9).  
 
 ( ) ( )
0
1 2 3
1 2 1 2 1 2
t t k
t t
s b k M
s J J s b J J k J J s s
βϕ β
⋅ +
= ⋅ ⋅
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + +
ɶ
  (3.48) 
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Pro získání originálu k výrazu (3.48) musíme nejprve najít originál k poslednímu zlomku. Pro 
zbylé dva zlomky byly originály nalezeny v předchozích kapitolách a jedná se o funkce F1 
(3.24) a F2 (3.25). Poslední zlomek pojmenujeme jako funkci 6Φ . 
 
 6
s
β
βΦ = +  (3.49) 
 { }16 6 tF L e ββ− − ⋅= Φ = ⋅   (3.50) 
 
Nyní pomocí konvoluce získáme originál k součinu funkcí 2Φ  a 6Φ . 
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 
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∫
 
 ( )2 2026 2 2 22 tk
MF t t e ββ ββ
− ⋅
= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + +
⋅
  (3.51) 
 
Originál k obrazu (3.48) získáme konvolucí součinu funkcí F1 (3.24) a F26 (3.51). 
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Po dosazení mezí výraz upravíme podobným způsobem jako v minulých případech. Tím 
získáme výsledný tvar. 
 
( ) ( )
( ) ( )( )
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  (3.52)  
Konstanty A1 – A4 (3.29 – 3.32) jsou uvedeny v části s buzením Heavisideovou funkcí. 
Konstanty A6 – A10 (3.42 – 3.46) jsou uvedeny v části s buzením sinusovou funkcí. Pro 
kompletní řešení zbývá doplnit konstantu A5. 
 
Konstanta A5: 
 
( )
( )
2 2
1 2 1 2
5 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 4
4 4
tJ J b J J k b J kA
J J J J b J b J
α ω ω α ω ω
α ω α
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
=
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
  (3.53) 
 
Vykreslení závislosti úhlu natočení φ1 (3.52) na čase t 
Při vykreslování funkce byly použity stejné konstanty jako v případě buzení 
Heavisideovou funkcí. Pro vykreslení je však potřeba ještě zvolit velikost konstanty 3β = . 
 
 
Obr. 3. 7 – Závislost úhlu natočení φ1 na čase t při buzení exponenciální funkcí 
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3.4 Naznačení odvození řešení pro φ2 
 
Jak už bylo řečeno na začátku této kapitoly, tak při odvození řešení pro φ2 došlo 
k chybě. Tato chyba pravděpodobně nastala při použití reziduové věty na zlomek z výrazu 
(3.10). Reziduovou větu je totiž možné použít pouze v tom případě, je-li polynom v čitateli 
nižšího řádu než polynom ve jmenovateli. Tato podmínka v tomto případě není splněna. 
V této části práce bude naznačen postup řešení tohoto případu. 
Abychom mohli použít reziduovou větu, je nutné polynom v čitateli vydělit. Tím nám 
vznikne nový polynom menšího řádu a konstanta. 
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  (3.54) 
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=
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
  (3.55) 
 
Porovnáním koeficientů jednotlivých polynomů v čitatelích výrazu (3.55) určíme neznámé 
koeficienty T, U a konstantu X. 
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Konstantu X a koeficienty T, U dosadíme do výrazu (3.54). 
 
( ) ( )
( )
2
2 21
2 2
1 2 2 2 1 2
1 t tt t
t t
k J J b J J sk b s J s
k J b J s J J s J J k J b J s J J s
⋅ − + ⋅ − ⋅+ ⋅ + ⋅
= +
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
  (3.56) 
 
Zpětná Laplaceova transformace prvního zlomku výrazu (3.56) je Diracova funkce. Pro druhý 
zlomek je už možné použít reziduovou větu. Tyto originály bychom vynásobili s originálem 
budicí funkce a pomocí konvoluce bychom určili výsledný originál φ2. 
 
3.5 Amplitudově frekvenční charakteristika 
 
Odvození amplitudově frekvenční charakteristiky vychází ze vztahu (3.41). Pro 
odvození použijeme pouze část tohoto vztahu a to část, ve které se vyskytuje budicí úhlová 
rychlost BΩ  v goniometrických funkcích. 
 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 3
9 7 6 4
24 2 2 2 2 2
sin cos
2
B B B B B
B B
A A t A A t
u
α ω α ω
Ω ⋅ + ⋅ Ω ⋅ + Ω ⋅ + Ω ⋅ ⋅ Ω ⋅
=
Ω + ⋅Ω ⋅ − + +
  (3.57) 
 
Výraz (3.57) zjednodušíme na výraz: 
 
 ( ) ( )sin cosB Bu A t B t= ⋅ Ω ⋅ + Ω ⋅   (3.58) 
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Porovnáním výrazů (3.57) a (3.58) můžeme vyjádřit konstanty A a B. 
 
 ( ) ( )
2
9 7
24 2 2 2 2 22
B
B B
A AA
α ω α ω
Ω ⋅ +
=
Ω + ⋅Ω ⋅ − + +
  (3.59) 
 ( ) ( )
3
6 4
24 2 2 2 2 22
B B
B B
A A
B
α ω α ω
Ω ⋅ + Ω ⋅
=
Ω + ⋅Ω ⋅ − + +
  (3.60) 
 
Výraz (3.58) můžeme také napsat ve tvaru: 
 
( )cos Bu Y t ϕ= ⋅ Ω ⋅ +  
 ( ) ( ) ( ) ( )cos cos sin sinB Bu Y t Y tϕ ϕ= ⋅ Ω ⋅ ⋅ − ⋅ Ω ⋅ ⋅   (3.61) 
 
Pokud nyní porovnáme výraz (3.58) s výrazem (3.61), můžeme vyjádřit konstanty A a B ve 
tvaru: 
 ( )sinA Y ϕ= − ⋅   (3.62) 
 ( )cosB Y ϕ= ⋅   (3.63) 
 
Výrazy (3.62) a (3.63) umocníme na druhou a sečteme. 
 
2 2 2Y A B= +  
 
2 2Y A B= +  (3.64) 
 
Dosazením konstanty A (3.59) a B (3.60) do vztahu (3.64) dostaneme výsledný vztah pro 
amplitudově frekvenční charakteristiku.  
 
( ) ( ) ( ) ( )
2 2
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2 24 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 22 2
B B B
B B B B
A A A A
Y
α ω α ω α ω α ω
Ω ⋅ + Ω ⋅ + Ω ⋅
= +
Ω + ⋅Ω ⋅ − + + Ω + ⋅Ω ⋅ − + +
   
   
   
   
 (3.65) 
Charakteristiku získáme vykreslením Y v závislosti na budicí úhlové rychlosti BΩ .ΩB 
 
 
Obr. 3. 8 – Amplitudově frekvenční charakteristika 
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4 NÁVRH KONSTRUKCE PRUŽNÉ SPOJKY 
S PLYNOVÝMI PRUŽINAMI 
 
Ze stejného důvodu jako v kapitole Pružná spojka s plynovými pružinami je také tato část 
diplomové práce utajena. 
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5 ZÁVĚR 
 
 Pružné spojky jsou nejpoužívanější kategorií hřídelových spojek. Za pomocí pružných 
členů tlumí rázy a chrání soustavu před torzním kmitáním. V dnešní době se v technické praxi 
můžeme nejčastěji setkat se spojkami s nekovovými členy. S dříve hojně používanými 
spojkami s kovovými členy se dnes už setkáme málokdy. Zmíněné kategorie spojek mají jisté 
výhody a nevýhody. Žádná z kategorií však neposkytuje spolehlivou ochranu vůči torznímu 
kmitání. Důvodem jsou parametry (torzní tuhost a tlumení), které nejdou jednoduše 
modifikovat a tím ladit rotující systém. Právě tuto výhodu nabízí spojky na principu tekutin, u 
kterých můžeme parametry jednoduše měnit pomocí změny tlaku tekutiny. 
 V rámci této práce byla navržena úprava pružné spojky s plynovými pružinami. Tato 
úprava umožňuje spojce kompenzovat axiální a úhlové odchylky os spojovaných hřídelí a to i 
při zatížení spojky, což předchozí varianta neumožňovala. Došlo také k razantnímu snížení 
minimálního plnicího tlaku. Pro tyto úpravy bylo však nutné spojku zvětšit. 
 Díky odvozenému matematickému modelu plynové pružiny můžeme přibližně určit 
nebezpečné vlastní frekvence a tlakové pulzace plynu v pružině. Společným použitím 
matematického modelu plynové pružiny a matematického modelu rotorové soustavy můžeme 
určit tlak plynu v pružinách spojky pro správné naladění soustavy. 
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SEZNAM PŘÍLOH 
 
Výkresová dokumentace 
PRUŽNÁ SPOJKA S PLYNOVÝMI PRUŽINAMI (vloženo v práci) DP/00 
PÍST (na CD)         DP/01 
VNĚJŠÍ DISK (na CD)       DP/02 
VNITŘNÍ DISK (na CD)       DP/03 
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
 
A, A1-10    konstanty       
A     matice soustavy 
AT  [J]   utlumená energie 
a  [m.s-1]   rychlost zvuku 
B     konstanta 
Bt     matice torzního tlumení 
b  [s-1]   konstanta tlumení 
bm  [N.s.m-1]  součinitel tlumení 
bkr  [N.s.m-1]  kritické tlumení 
bp  [1]   poměrné tlumení 
bt  [N.m.s.rad-1]  torzní tlumení 
d  [m]   průměr pístu plynové pružiny 
ds  [m]   roztečný průměr, na kterém jsou umístěny pružiny 
e  [1]   Eulerovo číslo 
F1-5, F45, F26    zjednodušující funkce 
Fi  [N]   síla na jeden píst 
f  [Hz]   vlastní frekvence 
i     imaginární jednotka 
ip  [1]   počet pružin 
J     matice momentu setrvačnosti 
J1, J2  [kg.m2]  momenty setrvačnosti 
K     matice tuhosti 
k  [1]   konstanta 
kd  [N.m-1]  dynamická tuhost 
km  [N.m-1]  tuhost 
kmin  [N.m-1]  minimální tuhost plynové pružiny 
kt  [N.m.rad-1]  torzní tuhost 
L  [m]   délka válce plynové pružiny 
L0  [m]   počáteční délka plynové pružiny 
Mk, Ms  [N.m]   krouticí moment 
Mk     matice zatěžujících momentů 
Mk0  [N.m]   počáteční krouticí moment 
Msst  [N.m]   statický krouticí moment 
Msd  [N.m]   dynamický krouticí moment 
m  [kg]   hmotnost 
P     konstanta 
p  [Pa]   tlak 
p0  [Pa]   počáteční tlak 
p0min  [Pa]   minimální plnicí tlak pružin 
Q, q  [m3.s-1]  průtok 
Q0, q0  [m3.s-1]  počáteční průtok 
S  [m2]   průřez pístu 
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s, s1,2, sk    vlastní čísla 
T  [°C]   teplota 
t, t1, t2  [s]   čas 
T, U     konstanty 
V0  [m3]   počáteční objem 
V0V  [m3]   počáteční objem válce 
VD  [m3]   objem přívodního kanálu plynové pružiny 
v0  [m.s-1]   počáteční rychlost 
x  [m]   posunutí 
xmax  [m]   maximální stlačení plynové pružiny 
X     konstanta 
Y  [m, rad ]  amplituda 
α, αi     reálná část vlastního čísla 
β  [1]   konstanta exponenciální funkce 
Λ     konstanta 
ν  [1]   logaritmický dekrement útlumu 
π  [1]   Ludolfovo číslo 
ρ  [kg.m-3]  hustota 
ρ0  [kg.m-3]  počáteční hustota 
σ  [Pa]   tlak 
σ0  [Pa]   počáteční tlak 
τ  [s]   čas 
Φ1-6     zjednodušující funkce 
φ, φ0-2  [rad]   úhly natočení 
ΩB  [rad.s-1]  budicí úhlová rychlost 
ω  [rad.s-1]  vlastní úhlová rychlost 
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